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概要
正の実数 pにより円を一般化した閉曲線 p-circle 内部の格子点に対して, 各点と対応する単位
正方形たちからなる図形の近似を通し, 面積間の誤差項 Pp を考える. 半径の増大に伴う Pp の漸
近を調べる問題において, 我々は未だ着手されていない 1以下の pの場合について取り組むため,

倉坪氏と中井氏による円 (p = 2) の問題についての研究手法に目を向けた. 本稿では, 手法にお
いて重要な役割を果たす級数等式の p に対する一般化を与え, 問題が一般化 Bessel 関数の諸性
質, 特に一様漸近評価と結びつくことに触れ, この数論の問題と特殊関数論の繋がりを強調する.

1 導入
正の実数 p, r に対して, 円を一般化した図形である p-circle (Lamé’s curve, あるいは supper

ellipseとして呼称される閉曲線) {x ∈ R2| |x1|p + |x2|p = rp}の格子点問題について考える. すなわ
ち, それは p-circleと (格子点中心の非交叉単位正方形からなる)モザイク状に近似された図形間にお
ける面積の誤差

Pp(r) := Rp(r)−
2

p

Γ2( 1p )

Γ( 2p )
r2

に対して, Pp(r) = O(rαp)かつ Pp(r) = Ω(rαp)を満たすような値 αp を見つける問題である. ただ
し, Rp は p-circle内部における格子点の個数 (近似モザイク図形の面積), gamma関数 Γからなる項
は p-circleの面積であり, R上の関数 f と g に対して f(t) = O(g(t))や f(t) = Ω(g(t))であるとは,

それぞれ lim supt→∞ | f(t)g(t) | < +∞や lim inft→∞ | f(t)g(t) | > 0であることを意味することに注意せよ.

特に p = 2の場合（すなわち, 閉曲線が円になる場合)では, いわゆる Gaussの円問題 [3]と呼ばれ
ており, 1917年に G.H. Hardy[5]が予想した, 十分小さな任意の ε > 0で成り立つ O 評価の下限

P2(r) = O(r
1
2+ε), ̸= O(r

1
2 ) (1.1)

について, 105
824 (= 0.127 · · · )よりも大きな任意の εに対して, 評価 (1.1)が成り立つことが 2017年に

J. Bourgainと N. Watt [1]により示されている.
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一方で, p > 2の場合, E. Krätzel により一般化された Bessel関数 ([8], Definition 3.3) を用いた
級数展開で表される second main term Ψ(r; p) ([8], (3.55))で分解した表示 ([8], (3.57))

Pp(r) = Ψ(r; p) + ∆(r; p) (1.2)

から以下の重要な定理が与えられており, このとき, G. Kuba[9] による 1993 年の結果 (剰余項
∆(r; p)の O 評価)を適用すれば, p > 73

27 の場合の問題が解決する.

Theorem 1.1 ([8], Theorem 3.17 A). p > 2としたとき, ∆(r; p) = O(rαp)を満たす αp < 1− 1
p

が存在するならば, そのとき Pp(r) = O(r1−
1
p ),Ω(r1−

1
p ) が成り立つ.

ここで, 残された 0 < p < 2の場合について考える. p ≥ 2の場合における分解 (1.2)に基づいた従
来の方法では, r を固定した x2 > 0に対する二階導関数 x′′

2(x1)を扱うのだが, 0 < p < 2の場合で
はこの導関数に特異点が現れてしまうため, 根本的に別の手法から問題に取り組む必要がある.

起点として, p = 2の場合の問題に対する, 倉坪氏と中井氏 [10]による調和解析的な取り組みと, そ
れにおける極めて重要な等式 ([10], (2.6))

Dβ(s : x)−Dβ(s : x) = sβ+12β+1π
∑

n∈Z2\{0}

Jβ+1(2π
√
s|x− n|)

(2π
√
s|x− n|)β+1

(β >
1

2
) (1.3)

について着目する. ただし, Jν は Bessel関数であり, β > −1, s > 0, x ∈ R2 に対して,

Dβ(s : x) :=
1

Γ(β + 1)

∑
|m|2<s

(s−|m|2)βe2πix·m, Dβ(s : x) :=
1

Γ(β + 1)

∫
|ξ|2<s

(s−|ξ|2)βe2πix·ξdξ

(1.4)

として定められており, 特に D0(r
2 : 0) − D0(r

2 : 0) = P2(r)が成り立つ. 倉坪氏と中井氏は, この
Bessel 関数を用いた級数表示 (1.3) を用いて Hardy 予想 (1.1) と同値な調和解析的な主張を与えた
(詳細は [10]の Theorem 7.1を参照せよ).

そこで, 我々は 倉坪氏と中井氏の手法に倣い, (1.4) を p-norm |ξ|p(:= (|ξ1|p + |ξ2|p)
1
p )により一

般化した関数

D
[p]
β (s : x) :=

1

Γ(β + 1)

∑
|m|pp<s

(s−|m|pp)βe2πix·m, D[p]
β (s : x) :=

1

Γ(β + 1)

∫
|ξ|pp<s

(s−|ξ|pp)βe2πix·ξdξ,

(1.5)

を調べることを通して, 特に先行研究において未着手な 2
p ∈ N が奇数なる 0 < p ≤ 1 に対応する

「astroid型」p-circleの問題を考え, 与えられた誤差項 Pp の評価式に対応する同値な調和解析的な主
張 ([10]の Theorem 7.1の一般化)を見出すことを将来的な目標とする.

本稿では, 論文 [10]において重要な役割を果たす等式 (1.3)の pに対する一般化を与え, その過程
に定めた一般化 Bessel関数の諸性質との結びつきについて強調する.

2 主定理
R2 上の関数 F が球対称であるとは, 任意の x ∈ R2 で F (x) = ϕ(|x|)を満たす非負実数上の関数

ϕが存在することをいい, このような関数 F が R2 上で可積分であれば, その Fourier変換が



F̂ (ξ) = 2π

∫ ∞

0

J0(2πr|ξ|)ϕ(r)rdr (ξ ∈ R2) (2.1)

のように零次 Bessel関数 J0 を用いた積分で表示できることを思い返す (零次の Hankel 変換; [2]).

このとき, 正の実数 p, R2 上の関数 F に対し, 任意の x ∈ R2 で F (x) = ϕ(|x|p)を満たす非負実数
上の関数 ϕが存在するとき, F は p-radialであると定める (すなわち, 球対称性の一般化).

すると, R2 上で可積分かつ p-radialな関数 F の Fourier変換を, 表示 (2.1)の対応物として

F̂ (ξ) = pΓ2(
1

p
)

∫ ∞

0

J
[p]
0 (2πrξ)ϕ(r)rdr (ξ ∈ R2) (2.2)

のように表すことを通し ([6], (2.3)), 零次 Bessel関数における p-radialに基づく一般化関数

J
[p]
0 (x) :=

1

Γ2( 1p )

(
2

p

)2 ∫ 1

0

cos(x1t
1
p ) cos(x2(1− t)

1
p )t

1
p−1(1− t)

1
p−1dt (x ∈ R2)

を定義できる. 更に, Bessel関数に関してよく知られている公式 ([11]の Lemma 4.13)

Jα+β+1(t) =
tβ+1

2βΓ(β + 1)

∫ 1

0

Jα(ts)s
α+1(1− s2)βds (α > −1

2
, β > −1, t > 0)

に倣い, J
[p]
0 を核とし正の次数を付加させることで, 非負実数次 Bessel関数の一般化関数を次のよう

に定める ([6], (2.4), Definition 2.5).

J [p]
ω (x) :=

 1
Γ2( 1

p )

(
2
p

)2 ∫ 1

0
cos(x1t

1
p ) cos(x2(1− t)

1
p )t

1
p−1(1− t)

1
p−1dt (ω = 0),

|x|ωp
pω−1Γ(ω)

∫ 1

0
J
[p]
0 (τx)τ(1− τp)ω−1dτ (ω > 0).

(2.3)

すると, 本稿の主結果として, (変数により)一般化された p-circle内格子点誤差関数 D
[p]
β −D[p]

β に
対する, 次のような級数展開が得られる (すなわち, 表示 (1.3)の pについての一般化).

Theorem 2.1 ([6], Theorem 1.3). p > 0に対して, D[p]
β (1 : x)が R2 上可積分となる β > −1の下

で, 次が成り立つ.

D
[p]
β (s : x)−D[p]

β (s : x) = sβ+
2
p pβ+1Γ2(

1

p
)

∑
n∈Z2\{0}

J
[p]
β+1(2π

p
√
s(x− n))

(2π p
√
s|x− n|p)β+1

(s > 0, x ∈ R2).

この定理の証明において, 第一に次の命題が根幹となっている.

Proposition 2.2 ([6], Proposition 3.1). p > 0, β > −1に対して, 次が成り立つ.

D[p]
β (s : x) = sβ+

2
p pβ+1Γ2(

1

p
)
J
[p]
β+1(2π

p
√
sx)

(2π p
√
s|x|p)β+1

(s > 0, x ∈ R2).

これは a > 0, β > −1とした R2 上可積分な p-radial関数

U
[p]
β,a(x) :=

{
(ap − |x|pp)β (x ∈ R2, |x|p < a),

0 (x ∈ R2, |x|p ≥ a)

に対して, 一般化された零次 Hankel変換 (2.2)を施し, Fourier変換の諸性質から示される.



そして, Theorem 2.1の証明におけるもう一つの重要なピースとして, 周期化級数展開

D
[p]
β (s : x) =

∑
n∈Z2

D[p]
β (s : x− n) (2.4)

が挙げられる. この展開は, 定理の仮定により, 可積分関数の周期化としてよく知られている次の補題
を, 関数 D[p]

β (1 : x)に対して適用することで得られる.

Lemma 2.3 (Poisson の和公式: [11], Theorem 2.4). Rd (d ∈ N) 上可積分な関数 F に対して,

級数 f(x) :=
∑

m∈Zd F (x + m) は Td(:= (− 1
2 ,

1
2 ]

d) の L1-norm で収束し Td 上可積分であり,

F̂ (m) = f̂(m), すなわち次が成り立つ.

f(x) =
∑
m∈Zd

F̂ (m)e2πix·m (x ∈ Td).

よって, 以上の Proposition 2.2と展開 (2.4)より, 以下のように目的の一般化等式が導かれる.

D
[p]
β (s : x)−D[p]

β (s : x) =
∑

n∈Z2\{0}

D[p]
β (s : x− n)

= sβ+
2
p pβ+1Γ2(

1

p
)

∑
n∈Z2\{0}

J
[p]
β+1(2π

p
√
s(x− n))

(2π p
√
s|x− n|p)β+1

(s > 0, x ∈ R2).

3 特殊関数の諸性質への帰着
主結果を含め, 前節までの議論は p > 0の場合として一般的に広く成り立つものであったが, 本節
ではやや特別な場合に制限し, 特に後半は 2

p ∈ Nが奇数なる 0 < p < 1あるいは p = 2の場合につ
いて考えていきたい. なお, このような pに対応する閉曲線 p-circleを特に「astroid型」と呼ぶこと
にする (p = 2

3 の場合の閉曲線が astroidと呼称されるため).

この制限を行う理由の一つとして, J
[p]
0 に対する R2 上 (広義)一様漸近な評価を求める際に, 同関

数の振動積分表示が必要になるのだが, 2
p が奇数の場合に導かれる振動積分表示 ([7], Proposition

2.1)が
J
[p]
0 (x) =

( 2p )
2

2Γ2( 1p )

∫ 2π

0

ei(x1 sin
2
p θ+x2 cos

2
p θ)(cos θ sin θ)

2
p−1dθ

のような形になり, 2
p が自然数全体の場合と比較してより自然な形になることが挙げられる.

我々は各 pの制限下において J
[p]
0 の (広義)一様漸近な O 評価を既に求めており, x1 および x2 軸

付近の振る舞いが pに依存することが以下の二つの結果から明らかである.

Theorem 3.1 ([7], Theorem 1.4; 遠方における R2 の象限上広義一様な漸近評価).

0 < p ≤ 1 または p = 2, x (:= (x1, x2)) ∈ R2 に対して, 符号関数 sgn(·)と歪角度 φにより

x1 = sgn(cosφ)|x|p| cosφ|
2
p , x2 = sgn(sinφ)|x|p| sinφ|

2
p , (0 ≤ φ < 2π)

と表示したとき, arg(x)(:= φ) ∈ (0, 2π) \ {π
2 ,

3
2π}について広義一様に次が成立する.

J
[p]
0 (x) =

{
O(|x|−

1
2

p ) (0 < p < 1, p = 2),

O(|x|−1
p ) (p = 1),

(|x|p → ∞).



Theorem 3.2 ([7], Theorem 1.5; 遠方における R2 上一様な漸近評価).
2
p ∈ Nなる pに対して, R2 上一様に次が成立する.

J
[p]
0 (x) =

{
O(|x|−

1
2

p ) (p = 2),

O(|x|−
p
2

p ) ( 2p ∈ N≥2),
(|x|p → ∞).

なお, これらの結果は J
[2]
ω (x) = Jω(|x|)の関係から従来の Bessel関数の漸近評価 ([12], p199(1))

Jν(t) = O(t−
1
2 )

(
ν > −1

2

)
(3.1)

の次数が 0という特別な場合と矛盾しないことが分かる.

一方で, 次数が正の実数 ωである場合の J
[p]
ω に対する一様漸近なO評価式が得られれば, Theorem

2.1の仮定である「D[p]
β (1 : x)が R2 上可積分」となるような β の具体的な範囲を特定できる.

すなわち, このことは, 2
p ∈ N≥2 の場合を考えるとき (既知な J

[p]
0 の一様漸近評価式を含むような)

広い次数 ω ≥ 0に対する R2 上一様な評価式

J [p]
ω (x) = O(|x|−q[p]ω

p ) (|x|p
unif→ ∞) (3.2)

を満たす q
[p]
ω > 0 (特に q

[p]
0 = p

2 ) の下限 Q[p] を求めることに帰着できる (Bessel 関数の漸近評価
(3.1)のように指数が次数に非依存であるとは限らないことに注意せよ).

実際, β > 1−Q[p] の下で, β + 1 > 2−Q[p] + εなる ε > 0が存在し |x|−(β+1)
p < |x|−(2−Q[p]+ε)

p

であるから, 次が成り立つ.

J
[p]
β+1(x)

|x|β+1
p

= O(|x|
−q

[p]
β+1−(2−Q[p]+ε)

p ) = O(|x|−(2+ε)
p ) = O(|x|−(2+ε)). (3.3)

また, 簡単な計算により得られる級数展開 ([6], Proposition 2.6)

J [p]
ω (x) =

(
|x|p
p )ω( 2p )

2

Γ2( 1p )

∞∑
k=0

(−1)k

Γ( 2(k+1)
p + ω)

∑
m∈N2

0 |m|′=k

Γ( 2m+1
p )

(2m)!
x2m (ω ≥ 0) (3.4)

(ただし, |m|′ := m1 +m2, x
2m := x2m1

1 · x2m2
2 のように, 多重指数の表記による Γや階乗を用いて

いる)から, x ̸= 0のとき

J
[p]
ω (x)

|x|ωp
=

4

pω+2Γ2( 1p )

 Γ2( 1p )

Γ( 2p + ω)
+

∞∑
k=1

(−1)k

Γ( 2(k+1)
p + ω)

∑
m∈N2

0 |m|′=k

Γ( 2m+1
p )

(2m)!
x2m


→ 4

pω+2Γ2( 1p )

(
Γ2( 1p )

Γ( 2p + ω)
+ 0

)
(x → 0)

より次のように原点での関数の値を再定義すれば,
J [p]
ω (x)
|x|ωp

は R2 上連続である.

J
[p]
ω (x)

|x|ωp
:=

( 2p )
2

pωΓ(ω + 2
p )

(x = 0).



ゆえに,
J [p]
ω (x)
|x|ωp

における R2 上の一様漸近評価式 (3.3)および連続性により, 原点中心の閉球 B と
定数 CB , C ′

B > 0が存在して, 次が成り立つ.∫
R2

∣∣∣∣∣J [p]
ω (x)

|x|ωp

∣∣∣∣∣ dx =

∫
B

∣∣∣∣∣J [p]
ω (x)

|x|ωp

∣∣∣∣∣ dx+

∫
R2\B

∣∣∣∣∣J [p]
ω (x)

|x|ωp

∣∣∣∣∣ dx ≤ CB + C ′
B

∫
R2\B

dx

|x|2+ε
< +∞.

よって, このとき D[p]
β (1 : x) (⋍β,p

J
[p]
β+1(2πx)

|2πx|β+1
p

; Proposition 2.2) が R2 上可積分であり, 主定理
(Theorem 2.1)の「astroid型」版について, 仮定をより具体化させることができた.

Theorem 3.3 ([7], Theorem 3.1). 2
p ∈ Nなる pに対して, J

[p]
ω (x)

unif
= O(|x|−q[p]ω

p )を満たすような
Q[p] := infω≥0 q

[p]
ω が存在するとき, β > 1−Q[p] の下で, 次が成立する.

D
[p]
β (s : x)−D[p]

β (s : x) = sβ+
2
p pβ+1Γ2(

1

p
)

∑
n∈Z2\{0}

J
[p]
β+1(2π

p
√
s(x− n))

(2π p
√
s|x− n|p)β+1

(s > 0, x ∈ R2).

以上より, 導入で記したように, 倉坪氏と中井氏の手法に倣い我々の研究目的を達成させるには, 正
の実数次数 ω に対する J

[p]
ω の一様漸近評価式を (更に, のちのことを考慮すると主要項の係数も)求

める必要がある. 一方, Jν と異なり J
[p]
ω が二変数関数であることから, この形の状態で H. Hankel[4]

による複素解析を介した Jν の漸近展開の導出法に沿うことは困難である.

そこで, 級数展開 (3.4) をもとに, x = (sgn(cosφ)r| cosφ|
2
p , sgn(sinφ)r| sinφ|

2
p ) (0 ≤ φ <

2π, r > 0)により, 歪角度 φを固定することで, r についての一変数関数として考える. すなわち,

J [p]
ω (x) =: J [p]

ω,φ(r) =
( 2p )

2

Γ2( 1p )

∞∑
k=0

p2k(−1)k

Γ( 2p (k + 1) + ω)

(r
p

)2k+ω( ∑
m∈N2

0 |m|′=k

Γ( 2m+1
p )

(2m)!
| cosm1 φ sinm2 φ|

4
p

)
,

∑
m∈N2

0 |m|′=k

Γ( 2m+1
p )

(2m)!
| cosm1 φ sinm2 φ|

4
p

=

k∑
n=0

Γ( 1p (2n+ 1))Γ( 1p (2(k − n) + 1))

(2n)!(2(k − n))!
(cos

4
p φ)n(sin

4
p φ)k−n

=

k∑
n=0

πΓ( 1p (2n+ 1))Γ( 1p (2(k − n) + 1))

n! 22nΓ(n+ 1
2 ) · (k − n)! 22(k−n)Γ(k − n+ 1

2 )
(cos

4
p φ)n(sin

4
p φ)k−n

=
π

22k

k∑
n=0

1

n! (k − n)!

(Γ( 2p (n+ 1
2 ))Γ(

2
p (k − n+ 1

2 ))

Γ(n+ 1
2 )Γ(k − n+ 1

2 )

)
(cos

4
p φ)n(sin

4
p φ)k−n

=
π

k! 22k

k∑
n=0

( 2p (k + 1)− 1)!

n! (k − n)!

(B( 2p (n+ 1
2 ),

2
p (k − n+ 1

2 ))

B(n+ 1
2 , k − n+ 1

2 )

)
(cos

4
p φ)n(sin

4
p φ)k−n

=:
π

k! 22k
Φ

[p]
k,φ

と表す (ただし, B(s, t)は beta関数である).

特に 2
p が奇数 ( 2p − 1が偶数)となるような pに対して, beta関数の公式

B
(
l +

1

2
,m+

1

2

)
=

π(2l − 1)!! (2m− 1)!!

(2l + 2m)!!
(l,m ∈ N≥0)



を用いると
B( 2p (n+ 1

2 ),
2
p (k − n+ 1

2 ))

B(n+ 1
2 , k − n+ 1

2 )
=

B( 2pn+
2
p−1

2 + 1
2 ,

2
p (k − n) +

2
p−1

2 + 1
2 )

B(n+ 1
2 , (k − n) + 1

2 )

=
π( 2p (2n+ 1)− 2)!! ( 2p (2(k − n) + 1)− 2)!!

( 2p (2k + 2)− 2)!!
· (2k)!!

π(2n− 1)!! (2(k − n)− 1)!!

=
( 2p (2n+ 1)− 2)!! ( 2p (2(k − n) + 1)− 2)!!

(2n− 1)!! (2(k − n)− 1)!!
· 2kk!

2
2
p (k+1)−1( 2p (k + 1)− 1)!

と記せるので

Φ
[p]
k,φ =

k∑
n=0

( 2p (k + 1)− 1)!

n! (k − n)!

( ( 2p (2n+ 1)− 2)!! ( 2p (2(k − n) + 1)− 2)!!

(2n− 1)!! (2(k − n)− 1)!!

)
· k! (cos

4
p φ)n(sin

4
p φ)k−n

2
2
p (k+1)−(k+1)( 2p (k + 1)− 1)!

=
1

2(
2
p−1)(k+1)

k∑
n=0

(
k

n

)
( 2p (2n+ 1)− 2)!! ( 2p (2(k − n) + 1)− 2)!!

(2n− 1)!! (2(k − n)− 1)!!
(cos

4
p φ)n(sin

4
p φ)k−n

(3.5)

すなわち J [p]
ω,φ(r) =

( 2p )
2

Γ2( 1p )

∞∑
k=0

p2k(−1)k

Γ( 2p (k + 1) + ω)

(r
p

)2k+ω π

k! 22k
Φ

[p]
k,φ (3.6)

と表せる. よって, 我々はこの歪角度固定一般化 Bessel 関数 (3.6) を複素数域まで拡張することで,

先に記した Hankelによる漸近展開の導出を考えている.

また, 我々の研究方針において必要とされる Bessel関数の諸性質の対応物は他にも予想され, 例え
ば Bessel関数の微分公式 d

dr (
Jω(r)
rω ) = −Jω+1

rω の対応物が考えられる. これは, (3.5)と (3.6)から

d

dr

J [p]
ω,φ(r)

rω
= − 1

rω+ 2
p−1

( ( 2p )
2

Γ2( 1p )

∞∑
l=0

p2l(−1)l

Γ( 2p (l + 1) + ω + 2
p )

(r
p

)2l+ω+ 2
p π

l! 22l
· p

2
p

2
Φ

[p]
l+1,φ

)
として式変形でき, これより仮に定数 C

[p]
φ が存在して
p

2
p

2
Φ

[p]
l+1,φ = C [p]

φ Φ
[p]
l,φ (3.7)

が成り立てば, 次の微分公式が得られることになる.

d

dr

(J [p]
ω,φ(r)

rω

)
= −C [p]

φ

J [p]

ω+ 2
p ,φ

(r)

rω+ 2
p−1

(3.8)

ゆえに, 本稿で掲げた我々の数論的問題の研究対象に, 特殊関数論分野との深い繋がりを見出せる.
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